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8.1 Дискриминантный анализ  и правило Байеса 

Проблема распознавания образов возникает, когда исследователь делает некоторое число измерений, связанных с каким-то индивидуумом, и на основе этих измерений хочет отнести его к одной из нескольких категорий. Он не может непосредственно определить категорию, к которой относится индивидуум, и вынужден использовать эти измерения. Во многих конкретных ситуациях можно предположить, что имеется конечное число категорий (классов) или генеральных совокупностей, из которых мог быть взят рассматриваемый индивидуум, причем каждая из этих категорий характеризуется определенным законом распределения вероятностей для измерений. Т.е. индивидуум рассматривается как случайное наблюдение над этой генеральной совокупностью. Вопрос ставится так: как по результатам измерений определить, из какой генеральной совокупности взят данный индивидуум?

Для простоты предположим, что наблюдаемый индивидуум может относиться либо к генеральной совокупности 
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, либо-
[image: image2.wmf]p

2

. Отнесение к генеральной совокупности 
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, либо 
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 для конкретного индивидуума зависит от вектора результатов измерений 

. Разделим пространство наблюдений на две области: 
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. Если наблюдение попадает в 
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, то отнесем индивидуум к генеральной совокупности 
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, если - в 
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, то - к 
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. При этом могут быть допущены ошибки: ошибка первого рода (индивидуум относится к генеральной совокупности 
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, а статистик относит его к 
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) и второго рода (индивидуум относится к генеральной совокупности 
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, а статистик относит его к 
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). Пусть "цена" ошибки первого рода с(2/1)>0, а второго рода с(1/2)>0.

Таблица содержит цены правильной и неправильной классификации. Ясно, что метод, определяющий хорошую классификацию, - это такой метод, который минимизирует цену ошибочной классификации. 

 Таблица 
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Пусть 
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 - априорные вероятности того, что наблюдение ведется над индивидуумом из генеральной совокупности 
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 и 
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. Пусть существуют и нам известны плотности распределения вероятностей, соответствующие генеральным совокупностям 
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 , и равны соответственно 

 и 

. Вероятность правильной классификации наблюдения из первой генеральной совокупности равна




где R- правило, разбивающее пространство наблюдений на области 
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Аналогично вероятность правильно классифицировать наблюдение, производимое над индивидуумом из 
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 равна




Вероятность неправильно классифицировать наблюдение, производимое над индивидуумом из 
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, равна




Вероятность неправильно классифицировать наблюдение, производимое над индивидуумом из 
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, равна




Средние потери, связанные с неправильной классификацией, равны




Они должны быть как можно меньше, т.е. нужно разбить пространство на такие две области 
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, чтобы эта величина была минимальной. Метод, который обеспечивает минимум при данных 
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 и 
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 называется методом Байеса. Как же найти эти области 
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Если 
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 известны, то вероятность того, что при наблюдении над генеральной совокупностью 
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 каждая величина будет меньше соответствующей компоненты вектора 

, равна 


Условная вероятность того, что наблюдение произведено над генеральной совокупностью 
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 , при условии, что его результаты составляют - вектор x , равна



 ,

а для совокупности 
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:



 

Для данного результата наблюдений x мы достигаем минимума вероятности неправильной классификации



 ,

если выберем ту генеральную совокупность, которой соответствует большая условная вероятность. 

Тогда правило состоит в следующем (без учета 
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а с учетом цены неправильной классификации:
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8.2 Линейная дискриминантная функция
Для случая двух многомерных нормальных генеральных совокупностей с равными ковариационными матрицами это правило известно под названием линейной дискриминантной функции.

Итак, пусть 
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 имеет распределение 
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- вектор среднего значения i-й генеральной совокупности, а 
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- ковариационная матрица каждой совокупности (i=1,2). Тогда i-я плотность распределения вероятностей равна
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Если с(1/2)=с(2/1), 

, то k=1, 





Член 
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называется дискриминантной функцией.

Если у нас есть выборка из совокупности 
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 и из 
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, то если оценить 
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 с помощью средних 

, а ковариационную матрицу 
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 матрицей S, которую определим:



получим следующее правило распознавания:
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